. Soient Ao,... 4,, (n + 1) points de E tels que l’ensemble des vecteurs (AoÀi) 


: : Notations et objectifs 


MA(C) désigne l’ensemble des matrices carrées à coefficients dans le corps €, n > 2. 
Sp(À) désigne l’ensemble des valeurs propres de À € M, (C). 
A* désigne la matrice adjointe de la matrice À € M,(C). Si À = (a;,;) alors A* — (a! ,) 
OÙ Qf ; = Aji- 
T1 
C* sera identifié à M, ,1(C). Si x € C”, on notera x = | : Tr = (Truth ) 
Tn 
Si 2 € C, on note Re(z) sa partie réelle et Sm(z) sa partie imaginaire. 
tr(A) désigne la trace de la matrice À € M, (C). 
AEM,(C) est dite normale si : À A* — 4*A. 
U EM,(C) est dite unitaire si : UU* = U*U = 1I,. 
Si M et NW sont deux parties de €, on note M +W, l’ensemble des z = x +y où x € M et 
y € N. On note a M l’ensemble des ax oùaeCetre M. 
Les indications seront données en italique. 


L'objet du problème est l'étude de propriétés de la partie de € notée F(A) où 


À € M,(C), définie comme l’ensemble des nombres complexes z*Ax où x € C" vérifie 
Lt |; 


I. Enveloppe convexe ; propriétés 


Soit E un espace affine réel de dimension n. Étant donnés k points A1,...,A4 et 
k réels a1,...,ax tels que @1 +-::+ ax # 0, on rappelle que le barycentre des points À; 
affectés des coefficients @; est l’unique point G tel que : a1GA1 +: + ax GAZ = À. 
k k 
On adoptera dans la suite la notation : G — ÿ @ A; si D = 
i=i i=1 


On rappelle qu’une partie P de E est convexe si pour tous À, B de P, et tout u € [0,1], le 
barycentre (1 — u) A +uB est dans P. 


.  CONS- 
1<i<n 
titue une base de l’espace vectoriel associé à E. Montrer que, pour tout point M de E. il 
1 ) 2. 
nm L£2 


existe une famille unique de réels &o,...,a, telle que > a; = let M — > Ai. 
i=0 i=0 


. On appelle enveloppe convexe d’une partie non vide S de E, l'intersection de toutes les 


parties convexes de E contenant S. Montrer que l’enveloppe convexe de S est convexe. 


k 
. Montrer que l’ensemble des barycentres de la forme ÿ a; À; avec À; € S,a; > 0 pour 
i=1 
k 
tout à € [1,k] et D» @; = 1, est convexe. Montrer que c’est l’enveloppe convexe de S. 
i=l 


On pourra utiliser l’associativité du barycentre. 


rm ne, 


k k 
. Soit G = Ÿ A: avec À; € S, a; > 0 pour tout à € [1,k] et Sa = 
i=1 * i=1 
On suppose que k > n +1. 
a. Si (A4), cign OÙ 2 < h < k, est une famille libre maximale parmi les vecteurs A: 4;, 


h h 
montrer qu’il existe une famille (A1,..., À) € R* telle que Ap41 = > ÀA; et ÿ Art 
b. Montrer que, pour tout t € R : + — 

G= (a + ti)A: ++ (an + tn)An + (hi — t)Apri +. + ar Ax. 
c. En faisant varier t à partir de zéro, montrer que G peut être considéré comme le barycen- 
tre à coefficients positifs ou nuls de (k — 1) des points A1,..., Ag. 
d. En déduire que l'enveloppe convexe d’une partie S de E est l’ensemble des barycentres 
à coefficients positifs des familles de (n + 1) points de &. 


. Soit S une partie compacte de E. Montrer que son enveloppe convexe est compacte. 


On pourra l’exprimer comme image d’une certaine application continue. 


IT. Exemples 
On rappelle que si À € M, (C), F(A) = {x*Ax / x € C et x*x — 1}. 


. Déterminer F(A) dans les cas suivants : 


Aer AE F 0 (ü) À = é à 


. Montrer que, si À est une matrice diagonale de Ma(C), F (A) est l'enveloppe convexe des 


éléments diagonaux de À. 


- Montrer que, pour toute matrice À de M, (C), F(A) est une partie compacte de C. 
. Montrer que, si Ae M,(C)eta ec, 


(i) F(A+ al) = F(A)+ {a} (ii) F(aA) = aF(A). 


. Soit À = (a;,;) € MA(C). Montrer que F(A) contient Sp(A) ainsi que les éléments diago- 


naux Gi: (1 <i<n)de À. 


. a. Montrer que toute matrice À de M,(C) s'écrit de façon unique À = H (A) + iS(A) où 


H(A) et S(A) sont hermitiennes. 
b. Comparer F(H(A)) et l’ensemble des x = Re(z) lorsque z parcourt F(4). 


- Si À et B sont éléments de M,(C), montrer que : F(A + B) € F(A) + F(B). 


A-t-on : F(A) + F(B) C F(A+B)? 


- Si À et U sont éléments de M,(C) et si U est unitaire, comparer F (U*AU) et F(A). 
. Soit À une matrice normale de M, (C). 


a. Avec les notations de 6.a. montrer que A(A) et S(A) commutent. 

b. Montrer que tout sous-espace propre de H (A) est stable par S(A) et que si s est 
l’endomorphisme canoniquement associé à S (A), alors l’endomorphisme induit par s sur 
ce sous-espace vectoriel est diagonalisable dans une base orthonormale. 

c. En déduire lexistence d’une matrice unitaire U € M,(C) telle que U*H (A)U et 
U*S(A)U soient diagonales. 

d. Comparer F(A) et l'enveloppe convexe de Sp(A). 


Tournez la page S.V.P. 
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Si H est une matrice hermitienne de M,(C), déterminer F(H) en fonction des valeurs 
propres de H. On donnera une réponse faisant intervenir min (Sp(H )) et max (Sp(H )) 


III. Description de F(A) lorsque À € M, (C) 


Dans toute cette partie III, à l'exception de la question 11, À désigne un élément de M2(C). 


. a. Montrer que l’on peut écrire À = Àl2 + M avec À e C, M e M(C) et tr(M) = 0. 


b. Montrer qu’il existe une matrice unitaire U de M2(C) telle que U*MU = É 7) : 
avec (u,v) E € x C. On pourra utiliser IT.6.a. 


Montrer qu’il existe (01,02) € IR? tel que, si v — _ où 21 = ef, 2 = ef2 alors 
2 


fs . )v=0 
1 


3. Montrer qu'il existe une matrice unitaire T de M2(C) telle que T*AT = À + a N + b N* 


RE à 
avec (À, a, b) € C æn= (0 of: 


On note g l'application de € dans € définie par z + g(2) = À + az + bz. 
Montrer que F(A) = g(F(N)). 

Montrer que g est affine et en déduire que F{(À) est convexe. 

On note o l'application linéaire associée à g. Soit u = o(1) et vu = oi). 
Montrer que det(o) = Sm (tv), puis exprimer det(o) en fonction de |a| et [b]. 


. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes : 


(i) À A* # A*A ; 
(ii) g est bijective ; 


(iü) [al # b|. 


. On suppose les propriétés équivalentes de la question IIL.7. satisfaites. On pose : 


1 
c={zecll1=;)} et E = g(C) 
a. Comparer F(A) et l'enveloppe convexe de €. Comparer € et la frontière de F(A). 
b. On pose a = laleÏ* et b = |ble'® où (a, B) € R?. Montrer que : 
É= {z = À+ 3 [el + |b|) cos(0) + i(lal — 1b]) sin(8)] exp (i te) (0 € R} 


c. Déterminer la nature géométrique de la courbe € et montrer que les points de Sp(À) 
possèdent, vis à vis de €, des propriétés géométriques remarquables que l’on précisera. 


On pourra examiner le polynôme caractéristique de A. 


9. Caractériser par une propriété géométrique simple de l’ensemble F(A), chacune des cinq 


propriétés suivantes de la matrice À : 
(i) À est normale ; 
(ii) À possède une valeur propre double ; 

(ii) À est unitaire : 

(iv) À est hermitienne ; 

(v) À est scalaire (c'est à dire de la forme al avec & € C). 


10. Soient À et B deux matrices de M2(C). Montrer que, si F(A) = F(B), alors il existe une 
matrice unitaire U de M2(C) telle que B = U*AU. 


11. Si À et B sont deux matrices de M, (C) avec n > 3. l'affirmation suivante est-elle exacte ? 
Si F(A) = F(B), alors il existe une matrice unitaire U de M, (C) telle que B = U*AU. 
On pourra chercher des matrices diagonales. 


IV. Cas général 


Soit A € M,(C) et Be MAC) où m > 2etn > 2. On note AG B la matrice diagonale 
par blocs Diag(A, B) élément de Mrim(C). Comparer F(A & B) et l'enveloppe convexe 
de F(A) U F(B). 


. Construire F(A) lorsque À — ' : (el é ni € Ma(C). On prendra l'unité de 


longueur égale à 4 cm et l’on ne justifiera pas la construction proposée. 

3. Soit À € M,(C). On se propose de montrer que F(A) est convexe, c’est à dire que 
si a €[0,1]CR, si (æ,y) € C'xC" avec 2*x = y*y = 1, alors a.x*Ax+(1-a).y* Aye F(À). 
Ce résultat a été établi lorsque n = 2 à la question IIL.5. On suppose donc n > 3. 

a. Si (æ,y) € C*? x C7, montrer qu’il existe une matrice unitaire U € M, (C) et un couple 
(v,w) de €? x C” tels que x — Uv, y — Uw et que toutes les composantes de v et w 
d'ordre au moins égal à 3 soient nulles. 

b. Conclure. 

. Une application de la convexité de F(A). 

Soit V un espace vectoriel hermitien de dimension n. Si x et y sont deux éléments de y, 
on note (xly) le produit scalaire hermitien de + et y. Soit f un C-endomorphisme de Y. 
On se propose de montrer qu'il existe une base orthonormale B = (e:,...,e,) de V telle 
QUE : (e:|f(e1)) rt (en|f(en)). 

a. Montrer que l’on peut supposer que tr(f) — 0. On fait cette hypothèse dans toute la 
suite de la question 4. 

b. Soit À la matrice de f dans une base orthonormale quelconque de Y. Montrer que 
0 € F(A). (On pourra utiliser la question IT.5.) et en déduire l'existence d’un vecteur e: 
de V tel que (eile1) = 1 et (e1|f(e1)) = 0. 

On note H l’orthogonal de e: dans V et p le projecteur orthogonal sur H. Soit f' 
l'endomorphisme de H défini par f’(x) = (po f)(x). 

c. Montrer que, six € H, on a (x|f'(x)) = (x|f(x)). 


d. Conclure. 


Tournez la page S.V.P. 
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5. Soit A M,(C). Pour 8 ER, on note H(e*° A) — (e?A + e- At). 


Dir 


H(e*? A) est une matrice hermitienne. 


a. S'il existe 0 € R tel que H(e'° A) soit une matrice définie positive, déduire des résultats 
de la partie II. que 0 n’est pas élément de F(A). 


b. Si C est une partie convexe compacte, non vide de C et a € C\C, montrer qu'il existe 
une droite D ne contenant pas a, qui sépare a et C ie. (telle que le demni-plan ouvert limité 
par D, contenant @, ne rencontre pas C).On pourra considérer p:C—R:,2r-|z2-a|. 


c. Supposons que O0 n’appartienne pas à F(A). Déduire de la question précédente qu’il 
existe 8 € R tel que H(eï° A) soit une matrice définie positive. 


V. Caractérisation 


L'application F de M,(C) dans l’ensemble des parties de € a les propriétés suivantes : 


(1) Pour toute matrice À e M,(C), F(A) est une partie convexe compacte de C. 
(2) VA e MA(C), Va € C, F(A + aln) = F(A)+ {a} et F(aA) = a F(À). 
(3) F(A) c {ze C| Re(z) > 0} si, et seulement si, la matrice À + A* est positive. 
(1) et (2) ont été prouvées dans les questions IL.3, IT.4 et IV.3. 
(3) est immédiate et n’est pas à démontrer. 
Soient deux applications F1 et F2 de MA(C) dans C vérifiant les propriétés (1), (2) et (3). 
Soit À € M, (C) : on suppose qu’il existe 8 € C tel que 8 € F\i(A) et 8 # Fa(A). 
1. Déduire de la question IV.5.b. l'existence d’une droite £ du plan complexe séparant le 
point 8 et F2(A). 
2. Montrer qu'il existe (a1,a2) € C?, o1 7 0 tel que : 
Re(a1B + a2) < 0 et «1F2(A) + {ar} C{2EC/ Re(z) > 0} 
3. En déduire une contradiction. 
4, Conclure. 
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